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K=RoC, (2,4,u) espacio de medida

Lo(u) = {f €K® : f medible}  (Lo(u,R) o Lo(u,C))

Dos observaciones

@ Una funcién continua de una funcién medible es medible
o f:Q—R?  f(x)=(u(x),v(x)) Vx€ Q. Entonces:

f medible <= wu,v medibles
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Propiedades de las funciones medibles
o f:Q— C es medible <= Ref,Imf medibles.
o f,8€ Lol) => f+8 fg € Lo(k) (dlgebra sobre K)
o feLy(u), peRT = |f|P medible positiva
o feLo(u,R) = fT,f  medibles positivas
o fe L) = JacLy(y:

o) =1, f(x) = a() |[f(X)] (r€Q)
o {fu} C Lo(w), {/n(®)} = f(x) VxeQ — fe L
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Espacios L

(Q,4,u) espacio de medida, p € [0,00]:

p =0 Funciones medibles:

Lo(u) = {f €K : f medible}

0 < p <o Funciones p-integrables:

Lo = {f € Lo) : [ |fPdu <=}

p =-c Funciones esencialmente acotadas:

feLo(u), esssup|f|=min{M € [0, : |f| <M c.p.d.}

Loo(u) = {f € Lo(w) = ess sup|f] <o}
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1/p
vt = ([lnran) " (e L)

Lp(u) espacio vectorial sobre K, v, seminorma en £, (u)

Vp(f) =0 <= feNu):={f€Lo(u): f=0cp.d}CLyu)

1/p
Loti) = Lp/NGa., 1= ([ lrPau) (e Ly)

L, (u) espacio normado
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Veo(f) =esssup|f|  (f € Leo(w))

Loo(u) espacio vectorial sobre K, Vo, seminorma en Lo,(u)

Leo(pt) = Loo(pt) /N(u); [ lleo = ess sup|f|  (f € Lea(u))

Lo (1) espacio normado
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Caso 0< p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+b)P <da’+bP

L,(u) espacio vectorial sobre K

Vo) = [P (f € Ly(w)

Vv, es una pseudonorma en L, (u)

Lo = Lol)/NG), [£1p= [P du (f € L)

do(f,8) = [F=glp= [ IF—ldu (f.8 € Ly(w)

L, (u) espacio métrico
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H(Q) < oo

wolf) = [, (€ L)

Vo es una pseudonorma en Lo(u)

Lo(u) = Lo(u)/N(w) - [fTo=Vo(f) (f € Lo(w))

do(f:8) =[f—glo (/.8 €Lolu))

Lo(u) espacio métrico
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Primeras propiedades de los espacios L,(u) (0

o feLy(u) = |fl€Lpy)
o feLlow), IfleLyl) = [feLp(u)
o Reduccién al caso real: L,(u,C) = L,(u,R) ® iL,(u,R)

o L,(u,R) reticulo vectorial:

f<g — p{reQ:f)>gW}) =0 (f<g cpd)

[8€Lp(m) = [fVg fAgELpu)
Vg =5(f+s+If—g), frz=3(f+g~Ifs)
[fVegl(x) = max{f(x),g(x)}, [fAg](x)=min{f(x),g(x)} cpd
feLymR) = f' f~ €Lyu)

Fr=fVos fT==(fA0) f=fr—f Ifl=F +1
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Convergencia en L (u)

0 0<p<e: {fy}—=fenL,(u) < {/Q|f,,—f\pd,u}—>0
o {fu} — fen Lu(u) < {fn} — f uniformemente en Q\ E con u(E) =0
o u(Q) < oo

Ub—Fen Lo > limu({reQ:|fi—f]>e}) =0 Ve >0

Implicaciones (¢ finita)

o {fut=f enLp(y) = {ful—f enLo(n)
o {fi} = fepd = {fu}—=f enLo(u)
° {fn}_’f en Lo(u) = {fc(n)}ﬂf c.p.d.

Teorema de Riesz-Fisher

o L,(u) es un espacio de Banach (1 < p < =)

@ L,(u) es un espacio métrico completo (0 < p < 1)
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Para f € Lj(u):

| rdu = [ ®Repytd

Bastarfa con tener / |f]du < oo
E

Espacios Lp Funciones integrables
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/Q(Ref)‘du+i/g(lmf)wu—i/g(lmf)—dp

Jrau= [ rredn (Ec)

Propiedades

I:Li(u) — K,

@ Lineal

o Continuo:

e Positivo:

1(f) =

/Q Fdu (f € Ly(w)

ni=| [ora] < [ vrau=1si

feLiwR), 120 = [ fau>0
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Teorema de la convergencia dominada

Sea {f,} una sucesién de funciones medibles de Q en K que converge
puntualmente a una funcién f. Supongamos que existe g € L;(u) tal que:

|fu(x)| < gx) VxeQ, VneN

{/Qlfnffldﬂ}HO

En particular, f € £;(u) y

{/ﬂfndﬂ}ﬁ/gfdu

Si hubiéramos supuesto que g € L,(u), con 0 < p < eo, hubiéramos obtenido:

{/ Ifn—fl”dﬂ} —0
Q

Entonces, se verifica que:

y en particular f € Ly,(u).
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(u):=Lin{xg :E € A, u(E) <o} CLp(u) (0 p< o)

e Para 0 < p <o, S(u) es denso en Ly (u)

ip =7
Funciones simples:
S(u) :=Lin{yg : E € 4}

o S(u) es denso en Lo(u)
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